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1. O PRINCIPIO ADITIVO

Enunciamos abaixo o que chamamos de Principio Aditivo:

Se A eB sdo dois conjuntos disiuntos, com me n elementos,
respectivamente, entdio AE B possui m+ n elementos

Parailustrar o Principio Aditivo, apresentamos dois problemas abaixo.

PROBLEMA 1

Numa classe existem 18 rapazes e 12 garotas. De quantas maneiras podemos selecionar 1
estudante?

SOLUCAO

Existem 18 + 12 =30 estudantes. Logo, podemos selecionar 1 estudante de 30 maneiras.

PROBLEMA 2

Numa confeitariaha 5 sabores de picolés e 3 sabores de salgados. Suponha que Maria sO
tenha permissdo para tomar um picolé ou comer um salgado. Quantos sd0 0S possives
pedidos que Maria pode fazer?

SOLUCAO

Ou Maria escolhe um sabor de picolé dentreos 5 ou 1 tipo de salgado dentre os 3. Portanto,
Maria pode fazer 8 pedidos diferentes.

2. O PRINCIPIO MULTIPLICATIVO
Paramotivar o Principio Multiplicativo consideremos o problema abaixo.

PROBLEMA 3

Uma pessoa pode vigjar no trecho Natal/Recife/Natal de Onibus, automovel, avido, navio ou
trem. Se 0 meio de transporte da ida ndo € o mesmo da volta, de quantas maneiras
pessoa pode realizar aviagem?

SOLUCAO

Se a pessoa for de 6nibus, €la pode voltar de avido, navio ou trem, o que lhe fornece 3
maneiras distintas de fazer o percurso de ida e volta. Notando 6nibus por O, avido por A,
navio por N etrempor T, podemosindicar as 3 maneiras distintas de fazer o percurso por:

(G,A), (O,N), (O,T)

De maneira analoga, se a pessoa for de avido, ha novamente 3 modos distintos de fazer o
percurso de ida e volta:

(A,0), (A,N), (A, T)

Se a pessoa for de navio, h, também, 3 modos distintos de fazer o percurso de ida e volta:



(N, O), (N,A), (N, T)
Anaogamente, se fizer o percurso de ida usando o trem:
(T,0O), (T,A), (T,N)

Essas maneiras podem ser dispostas no seguinte quadro

VOLTA
o) A N T
IDA
o) * (GA) [ (ON)]| (O, T)
A A0 * | AN AT
N (NO | NA | * | (NT)
T TA | A | TN *

Observe que as possibilidades (O, O), (A, A), (N, N) e (T, T) ndo sdo possiveis, jaque o
meio de transporte de ida ndo pode ser 0 mesmo meio de transporte de volta

O quadro acima mostra-nos, basta contar todas as possibilidades, que existem 4 x 3 = 12
maneiras distintas de vigar no trecho Natal/Recife/Natal, usando meios de transportes
distintos paraaidae avolta

Podemos interpretar o problema da seguinte maneira: para a escolha do transporte de ida
temos 4 opcdes distintas. Uma vez escolhido o transporte de ida, a escolha do transporte de
volta pode ser feita de 3 maneiras distintas. Logo, o total de possibilidades é 4 x3 = 12.

O problema acima motiva um principio basico da Analise Combinatoria: o0 Principio
Multiplicativo, que enunciamos a seguir.

PRINCIPIO MULTIPLICATIVO

Seuma decisdo d; pode ser tomada de m maneiras e se, uma vez tomada
a decisdo d;, a decisdo ¢ puder ser tomada de n maneiras entdo o
nimero de maneiras de se tomarem as decisdes ¢ e ¢b sucessivamente
€ mn

Como no problema 1, utilizando uma tabela podemos verificar o Principio Multiplicativo.
Designando por:

&, &, ..., n as distintas maneiras de tomar adecisdo d;

by by, ..., by asdistintas maneiras de tomar adecisdo d

construimos o quadro seguinte:



\]@ b1 (03 b3 b
Decisdo d1

A1 (a]_, b]_) (al, bz) (al, b3) ................... (al, bn)
% (@, 01) | @, 02) | (@, 03) | oo (2, bn)
a (@, b)) | (@ b2)| (B b) | oo (25, bn)
an @mb) | @b @by | oo | (@mbo)

O quadro acima nos mostra que existem m.n pares ordenados e que em cada par ordenado
(&, by):

g representaumadas m possiveis maneiras detomar adecisdo d;
bj representaumadas n possiveis maneiras de tomar adeciséo d

Portanto, existem m.n maneiras de se tomar as decisdes d; e do

PROBLEMA 4
(8 De quantas maneiras podemos escolher um quadrado preto e um quadrado branco num
tabuleiro de xadrez (i. e. um tabuleiro 8 x 8)?
(b) De quantas maneiras podemos escolher um quadrado preto e um quadrado branco num

tabuleiro de xadrez se os dois quadrados ndo podem pertencer @ mesma linha ou
coluna?

SOLUCAO

(&) Otabuleiro possui 32 quadrados brancose 32 quadrados pretos. Para se escolher um
quadrado preto existem 32 possibilidades e para a escolha de um quadrado branco
temos, também, 32 possibilidades. Logo, temos 32 x 32 = 1024 maneiras distintas
de se escolher um quadrado preto e um quadrado branco.

(b) Para se escolher um quadrado preto temos 32 possibilidades e para escolher um
quadrado branco, diminuindo as possibilidades dos brancos na mesma linha e mesma
coluna que o quadrado preto, temos 24 opgdes. Assim, temos 32 x 24 = 768




maneiras distintas de escolher um quadrado preto e um quadrado branco, ndo estando
ambos na mesma linha ou coluna.

PROBLEMA 5
Existem guantos nimeros naturais com quatro algarismos impares distintos?

SOLUCAO

Os adgarismos impares s8o: 1, 3, 5, 7, 9. Um nimero com 4 algarismos € da forma: abcd.
A escolha de um algarismo para ocupar a posicdo a pode ser feita de 5 maneiras. Uma vez
escolhido o algarismo paraaposicdo a, restam 4 possibilidades para a escolha do algarismo
daposicdo b. Paraaposicdo c, restam 3 possibilidades. Para a posicéo d restam 2. Pelo
Principio Multiplicativo, a quantidade de nimeros de 4 agarismos impares distintos €

5x4x3x2=120.

PROBLEMA 6

Uma bandeira é formada por quatro listras, que devem ser coloridas usando as cores amarelo,
branco e cinza, ndo devendo listras adjacentes ter amesma cor. De quantos modos pode ser
colorida a bandeira?

SOLUCAO

A primeiralistra pode ser coloridade 3 modos; a segundade 2 modos (n&o podendo usar a
cor empregada na primeira listra); aterceirade 2 modos (ndo podendo usar a cor empregada
na segunda listra) e, finamente, para colorir a quarta listra, podemos usar 2 cores (ndo
podendo usar a cor empregada na terceira listra). Assim, temos 3 x 2x 2x 2= 24 modos
distintos de colorir a bandeira satisfazendo as exigéncias do enunciado.

PROBLEMA 7

Num tabuleiro 2 x 2, cada quadrado unitario pode ser pintado ou de branco ou de preto. De
guantos modos distintos podemos pintar o tabuleiro?

SOLUCAO

Umtabuleiro 2x 2 tem 4 quadrados unitéarios. Cada um desses quadrados unitarios pode ser
pintado de dois modos distintos: ou de branco ou de preto. Pelo Principio Multiplicativo,
podemos pintar o tabuleirode 2x 2x 2x 2 =16 maneiras distintas.

PROBLEMA 8

Um alfabeto consiste de trés letras. A, B, C. Nesta lingua, uma palavra € uma seqiiéncia
arbitréria de ndo mais do que trés letras. Quantas palavras existem nesta lingua?

SOLUCAO

Basta contar quantas palavras existem com uma, duas ou trés letras e somar esses valores.
Comumalletraexistem 3 palavras. A, B e C. Com duas letrasexistem 3x 3=9 paavrase
com trés letras existem 3 x 3 x 3 = 27 letras. Portanto, nesta lingua existem 3+ 9 + 27 = 39
paavras.



PROBLEMA 9

(a) Quantos divisores naturais possui 0 numero 360?
(b) Quantos desses divisores sdo impares?

(c) Quantos sdo pares?

(d) Quantos sdo quadrados perfeitos?

SOLUCAO

(a) A decomposicdo de 360 em fatores primos é 360 = 2°.3%2.5. Um divisor natural de 360
é, necessariamente, um nimero daforma 22.3°5° onde al {0,1,2 3}, b1 {0, 1, 2}
e ci {0, 1}. Ora, como qualquer divisor natural de 360 édaforma 2.3°5° e temos
4 modos distintos de escolher 0 a, 3 modos distintos de escolher o b e 2 modos
distintos de escolher o ¢, concluimos que existem 4 x 3 x 2 = 24 divisores naturais de
360.

(b) Para que o divisor sgja impar, € necessario e suficiente que o fator 2 néo estgja presente
na sua decomposicéo em fatores primos. Isto s6 ocorre quando a = 0. Neste caso,
existem 1x3x2=6 divisoresnaturaisde 360, que so impares.

(c) O numero de divisores naturais pares € igual ab nimero total de divisores naturais menos
0 numero de divisores naturais impares. Logo, 24 —6 = 18.

(d) Um numero natural é quadrado perfeito se, e somente se, na decomposi¢éo em seus fatores
primos sO comparece expoente par. Desse modo, existem 2 x 2 x 1 =4  divisores
naturais de 360 que sdo quadrados perfeitos.

PROBLEMA 10

Dispondo-se de 10 bolas, 7 apitos e 12 camisas, de quantas maneiras distintas estes
objetos podem ser distribuidos entre duas pessoas, de modo que cada uma receba, ab menos,
3 bolas, 2 apitose 4 camisas?

SOLUCAO

Na distribuicdo das bolas, a primeira pessoa pode receber: 3 (esta € a quantidade minima), 4,
5 6 ou 7 (essaé a quantidade méxima possivel, pois a segunda pessoa tem de receber no
minimo 3) bolas. Isto €, existem 5 possibilidades de se fazer a distribuicdo das bolas. Na
distribuicéo dos apitos, fazendo um raciocinio andlogo, a primeira pessoa pode receber: 2, 3,
4 ou 5 deles. Isto €, existem 4 possibilidades. Para as camisas, adistribuicéo se dacom 5
possibilidades. a primeira pessoa pode receber 4, 5, 6, 7 ou 8 delas. Portanto, 0 nimero
pedido éigua & 5x4x5=100.

PROBLEMA 11

De quantas maneiras podemos colocar uma torre branca e uma torre preta num tabuleiro de
xadrez de modo que uma ndo ameace a outra?

SOLUCAO

A torre branca pode ocupar quelquer um dos 64 quadrados. N&o importa que posicéo ela
ocupa, ela pode atacar 15 quadrados, incluindo o quadrado em que ela se encontra. Entéo
restam 64 — 15 =49 quadrados onde a torre preta pode ser colocada. Portanto, temos 64 x
49 = 3136 maneiras distintas de colocar uma torre branca e uma torre preta num tabuleiro de
xadrez de modo que uma ndo ameace 0 outra.



PROBLEMA 12

Num restaurante, o cardapio oferece escolha entre cinco sopas, trés pratos principais, quatro
sobremesas e seis bebidas. Uma refeicdo consiste, obrigatoriamente, num prato principal e
numa bebida, podendo ser acrescida, opcionalmente, de uma sopa ou de uma sobremesa, ou
de ambas. Quantos tipos de refeicdes, todas diferentes entre si, podem-se fazer?

SOLUCAO

Para compor uma refeicdo, temos que escolher, obrigatoriamente, um prato principal, o que
pode ser feito de 3 modos distintos, uma bebida, que pode ser escolhida de 6 modos
distintos. Agora, com relagdo a escolha da sopa, temos 6 opgdes distintas, os 5 tipos
disponivels no carddpio e a opgcdo de ndo acrescentar uma das sopas a refeicdo. De modo
semelhante, temos 5 opcgdes para a escolha da sobremesa: os 4 tipos disponiveis no
cardapio e a opcéo de ndo escolher nenhuma delas. Portanto, € possivel fazer 3x6Xx 6 x 5=
540 tipos de refeicOes, todas diferentes entre Si.

PROBLEMA 13

De quantas maneiras distintas podemos colocar num tabuleiro de xadrez um rei branco e um
preto de modo que um ndo ataque o outro?

SOLUCAO

O rei branco pode ser colocado em um dos 64 quadrados do tabuleiro. Contudo, 0 niUmero de
guadrados que ele ataca depende da posicdo em que ele se encontra. Portanto, dividimos o
problema em trés casos:

(& O rei branco encontra-se em um dos quatro cantos do tabuleiro. Nessa posicéo, ele ataca
4 quadrados, incluindo o que ele se encontra. Logo restam 60 quadrados para colocar o rei

preto.

(b) O rei branco ocupa um quadrado do bordo, mas ndo um dos cantos (existem 24

guadrados desse tipo). Nessa posicéo, ele pode atacar 6 quadrados, restando 58 quadrados
para colocar o rel preto.

(c) O rel branco ocupa qualquer quadrado que néo esteja no bordo do tabuleiro (existem 36
guadrados desse tipo). Nessa posicdo, ele ataca 9 quadrados, restando 55 quadrados para
colocar o rei preto.

Finalmente, temos 4 x 60 + 24 x 58 + 36 x 55 = 3612 maneiras distintas de colocar num
tabuleiro de xadrez um rei branco e um preto de modo que um n&o atague o outro.

PROBLEMA 14

Existem quantos nimeros de trés algarismos (distintos) escritos com os trés algarismos 1, 2 e
3 em alguma ordem?

SOLUCAO

Um ndmero de trés algarismos € da forma abc. Para a posicdo a podemos escolher 3
algarismos. Para a posicdo b, 2 algarismos e, para a posicdo, ¢ resta 1 Unico agarismo.
Logo, existem 3x 2x 1 =6 numeros de trés algarismos distintos, escritos com 1, 2, 3.

PROBLEMA 15
Existem quantos nimeros naturais de seis algarismos com no minimo um algarismo par?

SOLUCAO



Em vez de contar a quantidade de nimeros naturais de seis algarismos com no minimo um
algarismo par, contemos a quantidade de nimeros naturais de seis algarismos sem nenhum
algarismo par. Esse nimero corresponde aos que sO possuem algarismos impares e teremos
5° = 15625 deles. Agora, como existen 900.000 nUmeros naturais de seis algarismos (de
100.000 a 999.999) , o numero pedido €igual a 900.000 — 15625 = 884.375

PROBLEMA 16
Num certo pais, existem 20 cidades e todo par delas € ligado por uma Unica estrada. Nessas

condicOes, quantas estradas existem?
SOLUCAO

Cada duas cidades éligada por uma Unica estrada. Podemos escolher uma das cidades,

digamos, a cidade A, para o inicio de uma estrada. Desse modo, podemos ligar a cidade A

para 19 outras cidades. Ou sgja, temos 20 x 19 = 380 estradas . Agora, observe gque cada
uma dessas cidades é contada duas vezes. Portanto, o nimero de estradas é dado por 380/2 =
190.

PROBLEMA 17

De um baralho comum (baralho com 52 cartas), sacam-se sucessivamente e sem reposi Gao
trés cartas. Quantas sdo as extracfes nas quais a primeira carta é de copas, a segunda é um rei
e aterceirando é uma dama?

SOLUCAO

Um baralho comum tem 52 cartas de quatro naipes diferentes, a saber:

copas (cartas vermelhas que se figuram com desenho de um coragéo),

espadas (cartas pretas que se figuram com o desenho do ferro duma langa),
ouros (cartas vermel has que se figuram com o desenho de um losango) e
paus (cartas pretas que se figuram com o desenho de um trevo de trés pontas).

Cadanaipetem 13 cartas, uma sequéncia numeradapor: A, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10,V,D,R
(A éoas V éovdente, D éadamaeR éore).

No problema, as trés extracdes podem ser divididas em 3 possibilidades, mutuamente
excludentes, do seguinte modo:

(& Rrn: a primeira carta sacada, R, é o rel de copas, a segunda, r, € um rei de outro
naipe e aterceira, n, ndo é umadama. Observe que, aescolhade R sO pode ser feita
de uma Unica maneira; a escolha de r pode ser feito de 4 — 1 = 3 maneiras e a
escolha de uma carta que ndo € uma dama pode ser feito de 52 — 4 — 2 = 46 maneiras.
Nessa situacao, a extracdo pode ser feitade 1 x 3 x 46 = 138 maneiras distintas.

(b) Drn: a primeira carta sacada, D, € a dama de copas, a segunda, r, € um rei de algum
naipe e a terceira, n, € uma carta que ndo € uma dama. Nessa situacdo, a extracdo
pode ser feitade 1x 4 x 47 =188 maneiras distintas.

(¢) Crn: a primeira carta sacada, C, é uma carta de copas que nd € um rei nem uma
dama, a segunda, r, € um rei de algum naipe e a terceira, n, € uma carta que ndo é
uma dama. Nessa situacdo, a extragcdo pode ser feita de 11 x 4 x 46 = 2024.

Portanto, existem 138 + 188 + 2024 = 2350 maneiras distintas de se extrair as cartas da

forma pedida.
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PROBLEMA 18

De quantos modos se pode pintar as faces de um cubo, usando seis cores diferentes, sendo
cada face com uma cor?

SOLUCAO

Parafacilitar o entendimento, suponhamos o cubo pendurado pelos 4 vértices de uma mesma
face, de modo que duas de suas faces fiquem horizontais, e consideremos um observador fixo,
em frente a uma de suas faces verticais, conforme mostra a figura abaixo.

=8

(]

m
+

Veamos, inicialmente, de quantos modos diferentes o observador pode ver o cubo pintado.
Para pintar a face superior, ha seis escolhas de cores, para a face inferior, 5, e para as

verticais, respectivamente 4, 3, 2 e 1 escolhas. Logo, pelo Principio Multiplicativo, o
observador pode ver o cubo pintado de:

6X5x 4x3x2x1=6! modosdiferentes.

Entretanto, o nimero de modos de pintar o cubo nas condi¢cdes do problema, isto €, sendo
cada face com uma cor, ndo € 6!, pois, como veremos a seguir, 0 observador pode ver de 24
maneiras diferentes uma mesma pintura do cubo.

De fato, suponhamos que o cubo tenha sido pintado de uma determinada maneira, e que aface
AEFB, voltada para o observador, esteja pintada de azul. Este pode ver a face do cubo pintada
de azul de 4 modos diferentes; basta notar que 0 mesmo pode ser pendurado pelos vértices
ABCD, BCGF, GFEH e AEHD (o vértice H n&o é visivel na figura, mas é fécil de
imaginar onde se encontra) e que em cada uma dessas posicoes a face AEFB (pintada de
azul) permanece voltada para o observador.

Fazendo igual raciocinio para as 6 faces, segue-se, pelo Principio Multiplicativo, que o
observador pode ver a mesma pintura do cubo de:

6x 4 =24 modos diferentes.
Segja, entdo, X 0 numero de pinturas distintas do cubo, nas condi¢bes exigidas, isto é sendo
cada face com uma cor. Como cada pintura pode ser vista de 24 modos diferentes pelo

observador, as x pinturas podem ser vistas de x . 24 modos diferentes. Porém, como vimos
no inicio, esse numero é 6!. Logo,

|
X.24=06! e portanto, X =% =30.

11



PROBLEMA 19

Um homem possui um estoque grande de tetraedros regulares de madeira, todos com as
mesmas dimensdes (Um tetraedro regular € uma figura solida, com 4 faces, cada uma delas
tendo a forma de um triagngulo equilatero, veja Figura abaixo).

Se para cada tetraedro, ele pinta cada uma de suas faces triangulares com uma das cores:
vermelho, cinza, azul ou branco, quantas pinturas distintas pode fazer nos tetraedros?
SOLUCAO

Chamemos ascoresde: A —azul, B —branco, C—cinza e V - vermelho.

Existem 4 casos paratetraedros pintados totalmente com uma cor: todo A, todo B, todo C,
todo V.

Existem 18 casos nos quais os tetraedros sdo pintados com duas cores: se ascoressao A e
B existem 3 casos, porque o niumero de faces pintadas com A pode ser 1, 2 ou 3; de
maneira analoga, existem 3 casos para cada combinacdo das outras cores. AC, AV, BC,
BV, CV.

Existem 12 tipos distintos de tetraedros pintados com trés cores. se as coresséo A, B, C,
existem trés casos —por exemplo, um caso com umaface A, umaface B eumaface C.
Existem 2 tipos de tetraedros pintados com 4 cores. oriente o tetraedro de modo que aface
inferior sgja A, aface virada para vocé sgja B e, neste caso, as outras duas faces podem ser
pintadas. CV ou VC.

Portanto, o nimero de pinturas distintas éigual & 4+ 18+ 12+ 2= 36.

PROBLEMA 20
Achea qyanti dade total de inteiros positivos com todos os agarismos distintos.
SOLUCAO

Para resolver o problema, temos que contar, separadamente, a quantidade de nimeros com um
algarismo, com dois algarismos, com trés algarismos, ..., com no maximo dez algarismos.
Assim, aresposta sera:

9+(9.9) +(9.9.8) +(9.9.8.7) +(9.9.8.7.6) + ... + (9.9.8.76...3.2.1).

12



PROBLEMA 24

Num pais imaginario, 0 nimero de dentes de um habitante € distinto do nimero de dentes de
qualquer outro. Se cada pessoa pode ter no maximo 32 dentes, qual € o nimero de habitantes
desse pais?

SOLUCAO

Sejam dh, , &, ..., o 0S possivels dentes que uma pessoa pode ter. Associamos a cada
pessoa uma sequiiénciade 32 numeros, sendo que naposicao | serao nimero 1 se apessoa
tiverodente d e 0 sendotiver o dente d. Desse modo, 0 nimero maximo possivel de
pessoasé 2X2X2X2X2X....x 2 (32 fatores) = 2%

PROBLEMA 25
Mostre que qualquer conjunto com n elementos possul 2" subconjuntos distintos.
SOLUCAO

Segja S ={a, ay, as, ..., a,}. Dado qualquer subconjunto X de S, definimos n eventos,
Ei, B, B, ..., B, daseguinte maneira E éigual a afirmaciio “a; T X”. Cada um desses
eventos pode ser ou verdadeiro ou falso, isto € pode ocorrer de duas maneiras. Cada
subconjunto de S é determinado pela ocorréncia de todos os n eventos. O nimero de
maneiras nas quais todos esses eventos podem ocorrer simultaneamente, que € também o
ndmero de subconjuntosde S, & 2x2x2x..x2=2".

PROBLEMA 26
Existem guantas diagonais num poligono convexo de n lados?
SOLUCAO

Qualguer um dos veértices pode ser escolhido como o primeiro extremo de uma diagonal, e
temos n — 3 vértices para escolher como o0 segundo extremo da diagonal (isto €, qualquer
vértice que ndo sgja o primeiro extremo e os dois vértices vizinhos). Contando as diagonais
desse modo, contaremos todas as diagonais duas vezes. Portanto, arespostaé n(n—1)/2.

3. PERMUTACOES

Na resolucdo de muitos problemas de contagem, € comum o aparecimento de expressdes que
sd0 produtos de uma seqiiéncia de nimeros naturais consecutivos. Por exemplo: 4x3x2x 1
ouU 7Xx6x5x4x3x2x1 ou 9x8x7x6x5x4x3x2x 1 Esses produtos sGo
chamados fatoriais.. A notagdo usual para eles &

A =4x3x2x1;
NN=7Tx6X5x4x3%x2x1
ON=9x8x7x6Xx5x4x3x2x1,

ondeseléo 4! como “fatorial de4”, 7! como “fatorial de7”, 9! como “fatorial de9”.
Deumamanerageral, se n éum inteiro ndo negativo, n! élido com “fatorial de n” e

n=n(n-1).(n-2).(n-3)...43.2.1

Observe que 1! =1 e, por definicdo, 0! = 1.
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Uma permutacdo de n objetos distintos € qualquer colecéo ordenada desses n objetos. Por
exemplo, considere acolecdo X ={a b, c}. O que se segue sdo exemplos de permutactes
dos elementos do conjuntoX:

ab,c
c, b, a
b,ac

Questdo: existem quantas per mutagdes num conjunto de n objetos?

Como uma permutacdo é colecdo ordenada desses n objetos, para a primeira posicdo da
ordem desses elementos temos n possibilidades. Uma vez escolhido o primeiro dessa ordem,
para a escolha do segundo, temos n — 1 possibilidades. Uma vez escolhido o segundo
elemento da ordem, para a escolha do segundo, temos n — 2 possibilidades, e, assim por
diante. Logo, pelo Principio Multiplicativo, o nUmero de permutacdes de n objetos éigual a

n.(n-1).(n-2).(n-3)..4321=n!.

PROBLEMA 21
Existem guantos anagramas da palavra “AMERICA”?
SOLUCAO

Inicialmente, pensemos as duas letras A como duas letras distintas, digamos A;, Az. Desse
modo, permutando as letras da palavra “América’, podemos formar 7! “paavras’ distintas.
Agora, qualguer uma dessas 7! “palavras’ pode ser obtida de cada uma das outras
permutando A e Ap. Como as letras A, A, podem ser permutadas de 2! maneiras
digtintas, todas as 7! “palavras’ se dividem em 2! grupos de palavras idénticas. Portanto,
existem 7!/2! = 2520 anagramas dapalavra “AMERICA”.

PROBLEMA 22

Existem quantas maneiras distintas para dispor numa fila 4 bolas: uma vermelha, uma
branca, uma azul e uma verde?

SOLUCAO

O primeiro lugar na fila pode ser ocupado por qualquer uma das 4 bolas. O segundo lugar
pode ser ocupado por qualquer uma das 3 bolas restantes, e assim por diante. Portanto
existem 4x 3x2x1=4 =24 maneras distintas para dispor numa fila 4 bolas. uma
vermelha, uma branca, uma azul e uma verde.

PROBLEMA 23
Quantas rodas de criancas podemos formar com 12 criangas ?
SOLUCAO

Inicialmente, pense que vocé ndo pode fazer aroda girar. Nesse sentido, é claro que podemos
dispor as criancas em roda de 12! maneiras distintas. Agora, observe que qualquer
disposicao das 12 criangas em rodas pode ser considerado a mesmo se fazemos 12 rotacoes.
Assim, o numero de rodas de criangas que podemos formar com 12 criangasé 12!/12 = 11!.
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4. COMBINACOES

Uma combinacdo é uma selecdo de objetos sem levar em conta a ordem. Dados n objetos
digtintos, notamos por C. o0 nimero de maneiras distintas de se escolher r objetos da

colecdo total de n (sem se preocupar com a ordem). Naturalmente que se sup8e que vale a
condicdo OE£r £n.

O nimero C. pode ser entendido em termos de um conjunto de n elementos. Mais
precisamente, C' € o nimero de subconjuntos contendo exatamente r elementos. Por
exemplo, se X é acolecdo contendo ostrés elementos a, b, ¢, isto €, X ={ a, b, ¢}, entdo:

CZ = nlmero de subconjuntos de X com exatamente 2 elementos = 3;
C; = nimero de subconjuntosde X com exatamente 1 elementos=3;

£
1

nimero de subconjuntosde X com exatamente 3 elementos = 1;
Questdo: De uma maneira geral, quanto vale C'?

A partir de n objetos distintos, C, éigual ao nimero de maneiras de se escolher r desses

objetos, sem se preocupar com a ordem. Uma colecdo de r objetos pode ser ordenadade !
maneiras distintas. Logo, para cada combinagdo desses n  objetos, tomados r a r,
corresponde r! permutacdes. Como aescolhade r objetos, dentre os n existentes, pode ser
feita, pelo Principio Multiplicativo, de n.(n- 1).(n-2).(n - 3)....(n —r + 1) modos, temos a
igual dade;

n.(n-1).(n-2).(n-3)...(n—-r+ 1) =rl. C., ouanda

n(n- 1.(n- 2)..(n+r +1J)
rt

Cl =

n

Pode-se obter uma expressdo mais compacta para C!, multiplicamos o humerador e o
denominador por (n—r)!. Assim,

n(n- 1).(n- 2)...(n+r +1).(n- r)! _ n!

C = :
n.in- r)! rt.(n-r)!

n

. L. : ano
Onuimero C, pode ser representado de vérias maneiras: gri ou C(n,r) ou nCr.
a
. ano : - o -
A representacéo gri € conhecida como o coeficiente binomial de n sobre r. Coeficientes
@

binomiais, ocorrem na expansio de bindbmios como (a+ b)", onde a, b sdo niimeros reais (ou
complexos) e n é um nimero inteiro ndo negativo.
E f&cil ver que as seguintes propriedades sio verdadeiras:

am0 aen o

O b
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PROBLEMA 27
De quantas maneiras podemos escolher 2 estudantes numaclasse com 30 aunos?
SOLUCAO

A questdo € a mesma que perguntar quantos subconjuntos de dois elementos possui um

a300
conjunto com 30 elementos. A resposta é g +=C2 = 435.
25

PROBLEMA 28

Num grupo de 9 pessoasha 2 garotas e 7 rapazes. De quantas maneiras podenos escol her
4 membros do grupo sendo que, no minimo, ha uma garota dentre os escol hidos?
SOLUCAO

Se dentre os 4 membros escolhidos ha uma garota, essa escolha pode ser feita de C..C;
maneiras distintas. Se dentre os 4 membros escolhidos ha duas garotas, essa escolha pode
ser feitade CZ.CZ maneiras distintas. Portanto, o nimero pedidoé C>.C, + C2.CZ =91

PROBLEMA 29
De quantas maneiras podemos dividir 10 rapazes emdois grupos de cinco?
SOLUCAO

O primeiro grupo pode ser escolhido de C; modos. Escolhido o primeiro grupo, sobram 5

pessoas e SO ha uma maneira de formar o segundo grupo. A resposta parece ser C. X L.
Entretanto, contamos cada divisdo duas vezes. Por exemplo, a divisdo dos rapazes nos dois
grupos {a b, c, d, e e{f, g, h, i, |} éidéntica adivisio nos grupos. {f, g, h,i,j} e{a b, c,

C3.1_ 252

d, €}, e foi contada como se fossem distintas. Portanto, a resposta é: 7 =126.

PROBLEMA 30
Quantas sdo as diagonais de um cubo?
SOLUCAO

Um cubo tem oito veértices, doze arestas e seis faces. O nimero de diagonais éigua a
C2-4-4-4=28-12=16.
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PROBLEMA 31
Marque dez pontos numareta r e onze pontos numareta s, sendo r pardelaa s. A partir
desse pontos, podemos formar quantos:
(@ tridngulos?
(b) quadrilateros convexos?
SOLUCAO

(a) Ostriangulos séo de doistipos: unstem 2 vérticesnareta r e 1 vérticenareta s e
0s outros tem 1 vértice na reta r e 2 vértices na reta S. Assim, existem
C2.C;, +C;,.C2 =495+550 = 1045 triangulos com vértices nas duas retas.

(b) Os quadrilateros s6 podem ser de um tipo: com dois vértice nareta r e dois vértices
nareta s. Assim, existem CZ.C2 =2475.

PROBLEMA 32
Considere um conjunto formado por 15 palavras. De quantas maneiras € possivel escolher

um subconjunto de na mais do que 5 paavras?
SOLUCAO

Somando o nimero de maneiras de escolher subconjuntos com 0, 1, 2, 3, 4, 5 palavras,
temos Co+C+CL+CL+CL+C) =4944 maneiras possiveis de escolher um
subconjunto de nd maisdo que 5 palavras.

PROBLEMA 33
Onze cientistas trabalham num projeto sigiloso. Por questbes de seguranga, o0s planos sdo
guardados em um cofre protegido por muitos cadeados, de modo que s6 € possivel abri-1os
todos se houver pelo menos 6 cientistas presentes.

(@ Qua é o numero minimo possivel de cadeados?

(b) Nasituacdo do item (a), quantas chaves cada cientista deve ter?
SOLUCAO

(8 Pelos dados do problema, formado qualquer grupo de 5 cientistas do projeto, existe
um cadeado para o qual nenhum deles possui a chave. Mas, em qualguer outro grupo
de sais elementos existe chave. Portanto, 0 nimero de cadeados tem de ser no
minimo igual a0 nimero de maneiras de escolher 5 cientistas dentre os 11
participantes do projeto, isto €, o niimero de cadeados é no minimo igual a C,), = 462.

(b) Sga A um dos cientistas do projeto. Formado qualquer grupo de 5 cientistas,
selecionado dentre os 10 restantes, existe um cadeado parao qual A possui achave,
embora os cinco cientistas ndo possam abri-lo. Assim, A tem de possuir no minimo
C. =252 chaves.

PROBLEMA 34
Considere um baralho comum de 52 cartas. Quantos gruposde 8 cartas, com, ho minimo, 3

cartas de ouros, podemos formar?
SOLUCAO
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Existem g < grupos de 8 cartas. Temos que contar quantos s30 0s grupos com duas cartas

de ouros, quantos S80 0sS grupos com uma carta de ouros e com nenhuma. Com duas cartas de

22302890 . 2308890
ouros, existem g g grupos, com uma carta de ouro existem g =¢ _ = ecom
2y

65 1g87 g

8906
nenhuma carta existem g =. Portanto, a resposta ser&

B2 8308890 aé3oa§90 a890 _
THETE TP IF 14 U R

PROBLEMA 35

Quantos tridngul os podem ser formados com 0os n veértices de um poligono convexo de modo
gue nenhum lado do tridngulo possa ser um lado do poligono?

SOLUCAO

Podemos escolher um vértice do poligono de n maneiras distintas. Os outros dois vértices
tem de ser escolhidos dentre os n — 3 veértices que restam, excluindo o vértice ja escolhido e

am- 30 _(n-3).(n-49
5 2

escolher os outros dois vértices, sendo necessario eI|m| nar (n—4) delas, pois correspondem
a0s Casos Nos quais as duas escolhas dos vértices sdo ligadas por um lado do poligono. Assim,

0s dois adjacentes a ele. Desse modo, existem g possibilidades de se

existem w -(n- 4 :W maneiras de se escolher os outros dois
vértices. Agora, como qualquer vértice pode ser escolhido como o primeiro vértice, a resposta
do problema é n(n- 4;.(n "9

PROBLEMA 36

Dado um circulo, marque n pontos sobre o ele e desenhe as cordas determinadas por esses
pontos. Se nenhum terno de cordas possui um ponto em comum, existem quantos triangulos
com veértices na regido limitada pelo circulo? (A figura abaixo, mostra um exemplo com 6
pontos sobre o circulo e 1 desses triangul 0s).

SOLUCAO
Os trés lados de cada tridngulo na regido limitada pelo circulo determina 6 pontos sobre o
circulo, veja Figura abaixo.
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Inversamente, todo conjunto de seis pontos sobre o circulo determina um triangulo. Portanto,

0 ndmero de tridngulos é g:d 6'(nn! 5 _N(n-D(n- 2)(;203)(n A(n-5
2

PROBLEMA 37
Um calendario de mesa consiste de um dodecaedro regular com um més diferente sobre cada
uma de suas doze faces pentagonais. De quantas maneiras, essenciamente distintas, podemos

arrumar 0s meses nas faces do dodecaedro para formar o calendario? (Se uma arrumagéo puder ser
obtida de outra por uma rotacao, as duas nao sdo essencialmente distintas).

SOLUCAO

DODECAEDRO

Escolha qualquer face para colocar 0 més de janeiro. Isto pode ser feito de uma Unica
maneira, ja que todas as faces sdo pentédgonos congruentes. Um vez escolhida a face para o

2106
més de janeiro, existem g = maneiras para escolher os meses que ocupardo o “anel” das

faces adjacentes aquela que contém o0 més de janeiro e 4! maneiras de arrumar essas faces.
Olhando a figura do dodecaedro, € féacil perceber que existe um segundo “anel" de faces

adjacentes ao primeiro anel. Para esse segundo anel, podemos escolher de g = maneiras 0s

meses para ocupar essas faces e existem essencialmente 5! maneiras de arrumar esses meses
relativamente ao primeiro anel. Um vez escolhidas as faces do segundo anel, resta uma Unica
possibilidade para a escolha da face antipoda a face com o més de janeiro. Portanto,

aélo a@o
gS = E =7.983.360 ¢é o numero de maneiras, essencialmente distintas, de fazer o
o}

ra
caendério.
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PROBLEMA 38

Marque m pontos sobre umareta r, digamos, Pi, P, B, ...,Pn, emarque n pontos sobre
umareta s, digamos, Q, Q2 Qs, ..., Q, com r digintade s e r pardedaa s Em
seguida, desenhe todos os segmentos PQ;. Qual € o nimero maximo de pontos de
intersecao?

SOLUCAO

Cada escolha de um par de pontos sobre areta r e de um par de pontos sobre areta s pode
produzir um ponto de intersecdo. Escolhendo apropriadamerte os pontos sobre cada reta,
podemos arranjar esses pontos de modo que as intersecdes sejam todas distintas. Portanto, o

, - . ~ 2 amoam o
nimero méaximo de pontos de intersecdo éigua a i St
k2525

PROBLEMA 39

Sé0 dados 75 pontos coplanares, nenhum terno deles € colinear. Prove que, de todos os
tridngulos desenhados com vértices naguel es pontos, no méximo 70 % sdo acutangulos.
SOLUCAO

Cada 4 desses pontos sdo veértices de um quadrilatero que contém ao menos um angulo de no
minimo 90°, veja Figura abaixo.

Portanto, no minimo um dos quatro triangulos formados a partir dos 4 pontos € obtusangulo
ou retangulo.

Considere quaisquer 5 pontos. Cada quatro deles produz ao menos 5 tridngulo obtusangulos
ou retangulos. Existem 5 maneiras de escolher 4 pontos, logo existem ao menos 5
tridngulos obtusangulos ou retngulos. Mas, qualquer tridngulo € contado duas vezes, logo
podemos ter certeza que somente que 3 desses tridngulos sdo distintos. Portanto, do total de

>0 A . . : . a o in
g3;:10 trigngulos possiveis a partir de cinco pontos, no minimo 3 deles s&o triangulos
4}

obtusangulos ou retangulos. Agora, dos 75 pontos dados, podemos escolhere 5 deles de

50 . . A :
= maneiras. Para cada escolhade 5 pontos, relacione todos os triangulos obtidos; 30 %

Sy
no minimo serdo obtusangulo ou reténgulos. Na relacdo de todos os tridngulos, para todas as

L A H20 -
possiveis escolhas de 5 pontos, cada triangulo aparece EZ = vezes, e no minimo 30 %
7]
deles sdo obtusangulos ou retangulos. Portanto, na lista dos trigngulos sem repeticéo, no
minimo 30 % deles sdo obtusangulos ou retangulos. Logo, 70 % séo acutangul os.
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PROBLEMA 40

Considere um poligono convexo com n veértices. De quantas maneiras este poligono pode ser
triangulado com f — 3) diagonais, de modo que elas ndo se interceptem no interior do
poligono e que cada tridngulo tenha um ou dois lados em comum com poligono convexo
dado?

SOLUCAO

Para n =4, o nUmero de solucBes € 2. Considere n3 5. Um vértice P; do poligono pode ser
escolhido de n maneiras. Por uma diagona di, ligue os dois vértices que sdo adjacentes a
P1. Considere o tridngulo que tem como lado d; e um vértice P em comum com o poligono,
com P 1 P;. Esse tridngulo, tem um lado em comum com o poligono convexo dado. O
terceiro lado tem de ser uma das diagonais que unem um vértice localizado sobre d; e um
outro adjacente a P;. Logo, a segunda diagonal pode ser escolhidade 2 modos distintos. De
maneira andloga, se d, b, &, ..., d, com i< n-3, forem escolhidas, existem duas
possibilidades paraa escolhade di+1. Logo, exisem n2"* maneiras de escolher um vértice
X1 € umasequéncia dediagonais di, dy, ds, ..., dr.3 com as propriedades desgjadas. Cada
triangulacéo obtida desta maneira possui dois tridngulos que contém dois lados adjacentes do
n-4

poligono e, portanto, cada um € contado duas vezes. Logo, o nimero pedido € =n2"°,

PROBLEMA 41

Desenhamos todas as diagonais de um octégono convexo, para 0 qua nenhum terno de
diagonais intercepta-se no mesmo ponto. Quantos pontos de intersecdo existem?

SOLUCAO

Chamemos todo ponto da regido limitada pelo octdgono de ponto interior. Todo ponto interior
gue é ponto de intersecéo de duas diagonais corresponde a um conjunto de quatro vértices do
octégono, aqueles pontos que sdo 0s extremos das duas diagonais. Por outro lado, todo
conjunto de 4 vértices determina exatamente um ponto interior. Portanto, o nimero de
intersecOes interiores € 0 nUmero de maneiras de se escolher 4 vértices dentre os oito, isto €,

280 _
g43— 70.

PROBLEMA 42

De quantos modos se pode repartir 27 livros diferentes entre as pessoas A, B e C, de modo
gue A e B, juntas, recebam o dobro de C?

SOLUCAO

Inicialmente, vejamos quantos livros deve caber apessoa C. Se C recebe x livros, entéo as
pessoas A e B, juntas, devem receber 2x. Dai, 2x + X = 27, 0 que resulta x = 9. Agora,
dentre os 27 livros existentes, podemos escolher 9 livros para C de C;, maneiras

distintas. Umavez escolhidos os 9 livros paraapessoa C, resta-nos saber de quantos modos
diferentes podemos distribuir os 18 livros restantes entre A e B. Como cada um dos 18
livros restantes pode ser dado a A ou a B, esses livros podem ser distribuidos de 22

modos. Portanto, pelo Principio Multiplicativo, o nimero pedido é CZ2, . 28,

PROBLEMA 43
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De quantas maneiras se pode escolher, 3 numeros distintos dentre os elementos do conjunto
E={12234 .., 99 100}, de modo que suasomasgjaum multiplo de 3?
SOLUCAO

Considere os seguintes conjuntos:

A={x1 E; x émultiplode3} ={3,6,9, ..., 99}
B={x1 E; x deixaresto 1 quando dividido por 3} ={1, 4, 7, 10, ..., 100)
C={x1 E; x deixaresto 2 quando dividido por 3} ={2,5, 8, 11, ..., 98}.

Observe que os conjuntos A, B e C sdo dois a dois diguntos e possuem, respectivamente,
33,34 e 33 elementos. Observe, também, que:

(&) Cada 3 numeros escolhidos em A tém por somaum multiplo de 3.

(b) Cada 3 numeros escolhidosem B tém por soma um multiplo de 3.

(c) Cada 3 numeros escolhidosem C tém por soma um multiplo de 3.

(d) Escolhendo-se um nimero em A, umem B eum em C, a soma desses trés nimeros
€ um multiplo de 3.

Portanto, das observagbes acima, segue que O numero buscado € iguad a
C333 +C??4 + C3?3 +C;3'C;4'Cé3'

PROBLEMA 44

Em uma escola, x professores se distribuem em 8 bancas examinadoras de modo que cada
professor participe exatamente de duas bancas e cada duas bancas tém exatamente um
professor em comum. Pergunta-se:

(@) Qual éovaor de x?

(b) Quantos professores hd em cada banca?

SOLUCAO

(@ Chamemos de A,B,C, D, E F, G, H a 8 bancas, que podemos maginar como 0s
vértices de um octogono. Observe que, como cada professor participa de exatamente duas
bancas, o nUmero x de professores € o nimero de formasdeligar 2 a 2 os 8 vértices

do octégono, isto é, de C?Z =28.
(b) Podemos imaginar os 8 professores como segmentos unindo os 8 vértices, vga figura

abaixo.
A

F
E
Assim, 0 nimero de professores de cada banca é o nUmero de segmentos que une cada
vértice aos outros vertices do octdgono, ou sgja, 7.
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PROBLEMA 44

De guantos modos se pode preencher um cartdo da loteria esportiva (13 jogos) com trés
prognésticos duplos e dois prognosticos triplos?

SOLUCAO

O modelo de um cartdo da loteria esportiva possui 13 linhas (correspondentes aos jogos) e,
para cada uma delas, existem trés colunas (onde o usuario assinala seus prognéstico para cada
jogo), sendo semelhante ao mostrado na figura abaixo:

Jogo Colunal | Coluna2| Coluna 3
Jogo 1
Jogo 2
Jogo 3
Jogo 4
Jogo 5
Jogo 6
Jogo 7
Jogo 8
Jogo 9
Jogo 10
Jogo 11
Jogo 12
Jogo 13

Para resolver o problema, vamos estudar as possibilidades de ocorrer sucessivamente os 5
eventos. &, B, Es, E4, B, definidos abaixo.

Ei: escolher, dentre as 13 linhas existentes, 3 linhas para marcar os prognoésticos duplos.
O evento E; pode ocorrer de CJ maneiras digtintas. Apds ter feito a escolha
correspondente ao evento E;, vamos analisar o evento B.

E;: escolher, dentre as 13 linhas 2 linhas para os prognésticos triplo. O evento E pode
ocorrer de  C2 maneiras, pois, tendo ocorrido E;, restam 10 linhas (jogos) para

escolhermos duas.

Es: escolher, dentre as trés linha selecionadas no evento B, os prognosticos duplos. Esse
evento pode ocorrer de 3° maneiras distintas, pois fazer um duplo em cada linha
corresponde a deixar um coluna vazia, e isto pode ser feito de 3 modos diferentes.

E4: escolher, dentre as duas linhas selecionadas, ap0s os trés eventos acima, 0s prognésticos
triplos. Esse evento sO pode ocorrer de uma Unica maneira, pois, com um jogo triplo, cada
linha s pode ser preenchida de um Unico modo.

Es: escolher, depois de ocorrer os quatro eventos acima, 0s prognosticos simples nas 8

linhas (jogos) restantes. Esse evento pode ocorrer de 3 maneiras distintas, pois cada uma
das linhas pode ser preenchidade 3 modos diferentes.
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Portanto, pelo Principio Multiplicativo, pode-se preencher um cartdo da loteria esportiva com
trés prognésticos duplos e trés prognésticos triplos de  CJ.C2.3* .1.3% = 2.279.881.890
modos diferentes.

PROBLEMA 45
A figura abaixo representa 0 mapa de uma cidade, na qual ha 7 avenidas na direcdo norte-

sul e 6 nadirecdo leste-oeste.
B

A

(8 Quantos sdo os tragjetos de comprimento minimo ligando o ponto A ao ponto B?
(b) Quantos desses trajetos passam por B?
SOLUCAO

(@ Sga H um movimento horizontal de uma quadrae V um movimento vertica de uma
guadra. Um trgeto minimo de A até B pode ser identificado com uma seqiiéncia de
onze movimentos. 6 horizontais e 5 verticais, em qualquer ordem. Isto € um trajeto
minimo de A aé B poderia ser representado  por:  VHHVVHVHHVH ou
HHVHVVHVHVH. Assim, a quantidade de trgjetos minimos paraseir de A até B serd

!
igua a i 462 .
69

(b) Aplicando-se o resultado anterior, basta calcular 0 nimero de trajetos minimos de A até
C e multiplicar (pelo Principio Multiplicativo) pelo nimero de trgjetos de minimos de C

até B. Desse modo, o nimero pedido ser&

PROBLEM A 46
De quantas maneiras € possivel comprar 4 sorvetes em uma loja que os oferece em 7

sabores?
SOLUCAO

Iniciamente, observe que a resposta ndo € C; =35. Na verdade, C.) seria 0 modo de

escolher 4 sabores diferentes entre os sete sabores of erecidos, que ndo € 0 caso.

Segam 1, 2, 3,4,5,6,7 ossabores easvariaveis Xi, X2,Xs, ..., X7, onde x; € aquantidade
de sorvete que vamos comprar do sabor 1, X» € a quantidade de sorvete que vamos comprar
do sabor 2, ..., X; € a quantidade de sorvete que vamos comprar do sabor 7. Estamos
procurando o nimero de solucdes, nos inteiros ndo negativos, da seguinte equacao:

X1+X+ X3+ ...+ X =4
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Interpretamos as solugbes da equacdo acima no esguema traco-bola, isto € cada bola
representa uma unidade no valor da incognita e cada traco € usado para separar duas
incognitas. Por exemplo:

X1 X X3 X4 X X% X

N
()}
N
D>
N
D>
()}
()}
(9]
N

Neste caso, compramos 1 sorvete dosabor 1, 1 sorvetedo sabor 2, 1 sorvetedo sabor 3
e 1 sorvete do sabor 7. No exemplo abaixo, compramos 2 sorvete do sabor 2, 1 sorvete
do sabor 4 e 1 sorvete do sabor 6:

X1 X X3 X X5 X X7
62286 ¢ez¢é ez ¢
0O 2 0 1 0 1 O

Para formar uma representacdo de uma solucdo devemos arrumar em fila 4 bolas (pois
temos que comprar 4 sorvetes) e 6 tracos (usados paraseparar as 7 incognitas). Mas, 0
nimero total de fazer isso, ou sgja, de arrumar 4 bolase 6 tracos, €igua a

|
jl—%" =C; = 210.

PROBLEMA 47

Em uma urna ha fichas numeradas de 1 ate 10. De quantos modos se podem retirar 3
fichas, de maneira que a soma dessas fichas ndo sgja menor do que 9?

SOLUCAO

0 . . ~
maneiras distintas. Observe que séo 4 os grupos de 3

, : a0
Podemos retirar 3 fichas de g =
o}

fichas cujasomaéinferior a 9:

1+2+3=6<9

1+2+4=7<9
1+2+5=8<9
1+3+4=8<09.

. 800
Logo, aresposta é §3¢-4=120—4=116.
[4]

PROBLEMA 48
De guantas maneiras podemos colocar 8 bolasidénticasem 15 urnas numeradas?
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SOLUCAO

Sgam U, Uy, U, ..., Uis asurnas e sga X% a quantidade de bolas colocadas na urna U.
Assim, temos. X3 +Xo + X3 + ... + X5 = 8.
Usando a representacéo no esquema bola-trago, concluimos que o nimero de modos de fazer

|
isoe A8 _ 319770

PROBLEMA 49

Os numeros inteiros compreendidos entre 100.000 e 999.999 sdo divididos em classes de
modo que numeros diferentes estdo na mesma classe se, e sO se, eles tém 0s mesmos
algarismos, diferindo apenas na ordem. Assim, por exemplo, 552.221 e 125.252 estdo na
mesma classe. Quantas sdo as classes formadas?

SOLUCAO

O problema resume-se em saber de quantos modos podemos formar as classes. Para isso,
suponhamos que existam dez caixas, cada uma contendo algarismos de um mesmo tipo:

(of [2] [2] [8] [4] [5] [6] [7] [8] [9]

Para formarmos os elementos de uma classe, devemos escolher 6 agarismos destas caixas,
podendo estes ser de uma mesma caixa. Assim,

dacaixa 0 devemosretirar x agarismos,

dacaixa 1 devemosretirar % agarismos,

dacaixa 2 devemosretirar X3 agarismos,

dacaixa 3 devemosretirar X, agarismos,

dacaixa 9 devemosretirar xo agarismos,
de tal forma que: Xp+tXo+X3+..+X0=6 (*).

Logo, o numero de classes € igual ao numero de solucdes inteiras ndo negativas da equacdo
850 : f

(*). Isto €, % = 6 = = 5005. Todavia, nestas classes esta incluida aquela contendo a

sequéncia 000..00, que ndo é um numero compreendido entre 100.000 e 999.999.

: : , ab
Portanto, o nimero de classes satisfazendo as condic¢des do problema € g 5 2 -1=5005-1
2

= 5004.

PROBLEMA 50

(8 Ache o numero de inteiros positivos com n agarismos nos quais algarismos adjacentes
ndo sgjam iguais.

(b) Existem quantos nimeros pares e quantos impares satisfazendo (a)?

SOLUCAO

(& Um numero inteiro positivo com n algarismos pode ser entendido como uma fila de

n agarismos. Contando da esquerda para a direita, o primeiro algarismo da fila pode
ser ocupado de 9 maneiras distintas (j4 que 0 zero ndo pode ocupar essa posi¢ao,
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caso contrério 0 nimero ndo seria de n agarismos). Contando da esquerda para a
direita, o segundo lugar pode ser ocupado de 9 maneiras, pois 0 primeiro algarismo da
fila n&o pode ocupar essa posi¢do mas 0 zero pode ser uma opgao. Prosseguindo deste
modo, qualquer posicdo pode ser ocupada de 9 maneiras ditintas. Logo, existem 9"
numeros inteiros positivos onde os algarismos adjacentes sdo distintos,

(b) Sgja X(n) = aquantidade de niimeros encontrados no subitem (a). Isto €, X(n) =9".
Podemos escrever  X(n) = Y(n) + Z(n), onde Y(n) é a quantidade de nimeros pares
encontradas em (&) e Z(n) é a quantidade de impares. Como 9' é um niimero
impar, segueque Y(n)! Z(n).

Afirmaggo: Y(n) =% e z(n=2-L1"

Podemos provar por inducdo sobre n que as expressdes Y(n) e Z(n) sdo

verdadeiras.

Defato, para n=1, Y (1) =4 eZ(1) = 5. Suponhaque para n =k > 1 o resultado sgja

verdadeiro. Vamos mostrar que o resultado € verdadeiro para k + 1). Para isso,

observe que qualquer nimero par de ( + 1) algarismos satisfazendo (a) pode ser
formado de duas maneiras:

- seum numero de n algarismos € par, acrescente um algarismo par ao final dele. Isto
pode ser feito de 4 modos distintos, ja que agarismos adjacentes ndo podem ser
iguais,

- Se um numero de n algarismos é impar, acrescente um algarismo par ao final dele.
Isto pode ser feito de 5 modos distintos.

Logo, Y(n+1)=4.Y(n) +5.Z(n) =4.Y(n) + 5[ X(n) - Y(n)] =5 X(n) - Y(n). Usando
a hipétese de indugao, temos
9n +(_ 1)n _ 9n+l _ (_ 1)n _ 9n+l +(_ 1)n+l

Y(n+1) =5.9"-
2 2

n+l n+l
De modo andlogo, chegaremos que Z(n+ 1) = % .
PROBLEMA 51
Mostre que em qualquer grupo de 6 pessoas existira sempre um subgrupo de 3 dessas
pessoas que se conhecem mutuamente ou um subgrupo de 3 que sdo duas a duas
desconhecidas.
SOLUCAO

Sgam A, B, C, D, E, F as seis pessoas. Vamos supor que as pessoas que conhecem A estéo
nasala Y e aspessoas que ndo conhecem A estdo nasda Z; A ndoetanemem Y nem
em Z. Retirando A, restam cinco pessoas. Segue que, ounasala Y ouem Z hano minimo
3 pessoas. Analisemos duas possibilidades:

(@ Suponhaque B, C e D estgam em Y. Podemos concluir que: ou essas trés
pessoas s80 mutuamente estranhas ( e neste caso o resultado € verdadeiro) ou no
minimo duas delas, digamos B e C, se conhecem. Como A conhece ambas, segue
gque otrio A, B, C forma um grupo de 3 pessoas que se conhecem mutuamente.
Neste caso, 0 problema esta resolvido.
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(b) Suponha o contrério de (a). Neste caso, mude as noces de “conhecer” por
“desconhecer” e 0 problema se resolve.

PROBLEMA 52

Um afabeto possui cinco letras: a, b, ¢, d, e Nesse afabeto, existem quantas palavras de n
letras com um ndmero par de a’s?

SOLUCAO

Nesse alfabeto, 0 nimero total de palavrascom n letrasé 5" e o nimero de palavras (com n
letras) semo aesemo b é 3". Assim, 5'—3" é o nimero de elementos do conjunto X
constituido das palavrascom n letrasquetemo a e o b em alguma(s) posicdo (6es). Agora,
observe que o conjunto X pode ser dividido em subconjuntos disuntos X; da seguinte
forma duas palavras p e p° pertencem ao mesmo subconjunto X Se e somente se as
posicbesde Cc’'s,d's e €s em p sd0 asmesmas que em p . Isto significa que existem
tantas palavrasem X; quantas sdo as sequénciasde a e b paraagum comprimento fixo n;
£ n. Metade dessas palavras tem um nimero par de a. Portanto, o total de palavras com um
5"-3" _5"+3
2 2

nimeropar de a's & 3"+
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